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Galoiskohomologie reeller halbeinfacher
algebraischer Gruppen

Von TH. GEISSER

Einleitung

In der Arbeit "Uber einen Satz von E.Cartan’ von G.HARDER [5] wurde
folgender Satz bewiesen:

’Eine halbeinfache, einfach zusammenhingende reelle algebraische
Gruppe mit reellem anisotropem maximalem Torus ist genau dann
anisotrop, wenn jedes Weylgruppenelement dieses Torus einen
reellen Reprdsentanten hat.’

Dabei wurden Methoden der Galoiskohomologie verwandt (lediglich die Exi-
stenz der anisotropen Form wurde vorausgesetzt); anschlieBend wurden dar-
aus Folgerungen gewonnen, die bis dahin nur unter Ausnutzung der Tatsache,
dal3 anisotrope reelle algebraische Gruppen als kompakte Liegruppen auf-
gefalit werden konnen, bewiesen wurden.

In der vorliegenden Arbeit wird nun obiger Satz (hier Theorem I) mit Kil-
lingformargumenten und Methoden der Galoiskohomologie bewiesen (ohne
die Existenz der anisotropen Form vorauszusetzen). Dariiber hinaus wird ein
rein algebraischer Beweis der Isomorphie T,/W ~ H'(T,G) fiir anisotrope
Gruppen G mit maximalem Torus T gegeben (Theorem III), fiir die es bisher
nur Beweise gibt, die transzendente Methoden benutzen, z.B. wird in SERRE [8]
die Exponentialabbildung benutzt.

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung einer Diplomarbeit an der
Universitdt Bonn bei G.HARDER, die von einer Vorlesung iiber die Galoisko-
homologie reeller Gruppen im Wintersemester 1988/89 angeregt wurde. Ich
mochte mich bei G.HARDER und R.PINK fiir wertvolle Hinweise bedanken.
Fir die Korpererweiterung C|IR mit Galoisgruppe I' benutzen wir im folgen-
den die Identifizierung H'(I',G) = {a € G | aa = 1}/ ~, wobei ~ die Elemente
a mit b~'ab identifiziert. Wenn wir von Tori sprechen, so sind stets iiber R
definierte Tori gemeint.

Kohomologie von Tori

Fiir einen anisotropen Torus operiert das nichttriviale Element der Galois-
gruppe auf dem Charaktermodul X (T) als Involution ohne Eigenwert 1, also
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operiert es durch Multiplikation mit —1. Wihlen wir eine Basis 4; von X(T),
so verifiziert man sofort, dafl durch die Abbildung

£ (A1(0),--- 4n(2))

fiir spaltende Tori ein Isomorphismus T — (G,,)" und fiir anisotrope Tori ein
Isomorphismus T — (S!)" definiert ist, wobei S' die multiplikative Gruppe
von € mit Konjugation z — z~! sei. Fiir spaltende Tori sind dann die reellen
Punkte isomorph zu (R*)" < (C")", wahrend fiir anisotrope Tori die reellen
Punkte isomorph zu (S')" < (C*)" sind.

Nach Hilberts Satz 90 ist fiir spaltende Tori S dic erste Kohomologie
HY(I',S) trivial; wir wollen uns nun mit der Kohomologie anisotroper Tori
beschiftigen:

Lemma 1. Sei T — T’ — 1 eine Surjektion anisotroper Tori. Dann ist die
induzierte Abbildung auf den reellen Punkten T(R) — T'(R) auch surjektiv.

Beweis. Da T’ Produkt von S! ist, konnen wir annehmen, daB T’ ~ S! ist;
wir wihlen nun eine S! < T, die nicht im Kern unserer Abbildung ist, haben
also eine nichttriviale Abbildung S! — S'. Die Endomorphismengruppe der
S! besteht aber aus den Endomorphismen a + a" (n € Z), und diese sind
offensichtlich surjektiv auf den reellen Punkten.

Satz 2. Sei T anisotroper Torus. Dann ist H(I',T) ~ (+1)¥™T ~ T, der
2-Torsion des Torus.

Beweis. Die Bildung der Kohomologiemenge ist vertraglich ist mit Produkten
und wir haben gesehen, daB ein anisotroper Torus Produkt von Gruppen des
Typs S! ist, es ist also H(T, T) ~ [[ H}(T',S"). Man beachte nun noch, daB
die Kohomologie von S! gleich Z/2Z ist, wobei wir als Reprisentanten die
2-Torsion wihlen kdnnen.

Lemma 3. Seien T, T’ zwei iiber R definierte anisotrope (oder spaltende) Tori
und f: T — T'. Dann ist f schon iiber R definiert. Insbesondere ist fiir eine
Konjugation Inta: T — T’ die Konjugation Inta='a auf T die Identitit.

Beweis. Zum Beweis beachte man, dall die Kategorie der reellen Tori mit
Operation von Gal(C|R) antiisomorph ist zur Kategorie der freien Z-Moduln
mit Operation von Gal(C|R) vermittels 7 +— X{T) und verifiziert, daB die
von f induzierte Abbildung auf den Charaktermoduln galoisinvariant ist.

Das Beispiel A4;

1) Bekanntlich gibt es die folgenden Formen der A;:

einf. zshgd. adjungiert reelle Punkte der Liealgebra
spaltend SL, PGL, sh(R) ={X € My(R) | Spur X =0}
anisotrop SU, PSU;  suy(R) = {X € My(C) | SpurX =0,-X = X}
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2) Betrachte die anisotropen Tori T = {(} ®) | a® +b? = 1} von SL, bzw.

T/Z von PGL, und T = {(o:— ) | t € §'} von SU, bzw. T/Z von PSU,.
Die Weylgruppe N(T)/T dieser Gruppen ist zweielementig, und wir wollen
untersuchen, wann das nichttriviale Element s, einen reellen Reprisentanten
hat:

Fiir SU; und PSU; ist ( 0 1) ein solcher Reprisentant.

Fir SL, finden wir kelnen recllen Reprisentanten: Uber € wird s,
repriasentiert durch ( ) gibe es nun einen reellen Reprisentanten, so lieBe

es sich schreiben als (, o) ba) mit (§ ) € T, und es wire

0 i\ [fa b\ _(0 i\ (a b\ _(0 i\ (a-b
i 0/ \-b a/ \i 0/ \-b a/ \i O b-a)’
also a = —a, b = —b, was der Tatsache 4> + b* = 1 widerspricht.
Fiir PGL, dagegen ist (J{) - Z ein reeller Repriisentant.

3) Nun wollen wir zeigen, daf} alle anisotropen Tori in den behandelten
Gruppen iiber R konjugiert sind. Offenbar geniigt es, dies fiir die ein-
fach zusammenhingenden Formen zu zeigen. Fiir SU, ist die Behauptung
Korollar 10, wihrend wir im Fall SL, zeigen werden, daB alle anisotropen
Tori zum Torus T = {(¢°) | a? + b* = 1} konjugiert sind:

Sei T' ein weiterer anisotroper Torus, T und T’ sind iiber € konjugiert,
T' = gTg™}, und ¢ = g 'g ist ein Kozykel in H!(I", T), da nach Lemma 3
gilt: g7'g € Cg(T) = T. Wir wissen, daB H'(TI, T) = {(3 ), (3 %)} ist, und

wir konnen annehmen, dall ¢ ~ (‘01 _0 ) ist (sonst ist nichts mehr zu zeigen).

Wenn wir nun s, durch (l o) Teprisentieren, so ist (l Ot (0 ’) = ( 01 _01)
d.h. [5] 146t sich als d(s,) schreiben. Dann ist aber i.(£) = 1 bei der Abbildung
iv: HY([,T) - HY(T',N(T)), d.h. g~'g = n~'7 fiir ein n € N(T), und gn~" ist
eine reelle Konjugation von T nach T'.

4) Fiir die Killingform der Liealgebren gilt folgendes:
Fiir si(IR) hat die Killingform Signaturtyp (2,1) (d.h. einen Eigenwert —1
und zwei Eigenwerte 1).
Fiir sup(R) ist die Killingform negativ definit.
(Da PSU; durch die adjungierte Darstellung auf su, operiert und die Kil-
lingform invariant unter der adjungierten Darstellung ist, finden wir hier die
bekannte Isomorphie PSU; ~ SO; wieder.)

Der erste Hauptsatz

Sei T maximaler Torus einer Gruppe G, « eine Wurzel von T, U, die eindeutig
bestimmte Untergruppe von G, die zur additiven Gruppe G, vermittels

€,.:G, = U, mit  tey(x)t7" = eu(0(t)x)

isomorph ist, H, die von U, und U_, erzeugte Gruppe und Ta_= TNH,. Man
verifiziert leicht, daB fiir einen anisotropen Torus T gilt: U, = Uz = U_,
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d.h. H, ist eine einfache reelle Gruppe vom Typ A4; mit maximalem Torus T;,.
Nach CHEvALLEY [3] sind die Gruppen H, einfach zusammenhingend falls G
einfach zusammenhéingend ist.

Lemma 4. Seien alle Untergruppen der Form H, beziiglich eines anisotropen
Torus anisotrop. Dann ist die Killingform auf ¥ (G) negativ definit.

Beweis. Betrachte die Zerlegung

26)=2T) P LGN (“ 09,

«>Q

wobei %, die komplexe Liegalgebra zur Untergruppe U, ist (wegen U, =
U_, ist 4, ® %_, reell), siche HUMPHREYS [6], Paragraph 8. Dann sind
beziiglich der Killingform von #(G) die £(G) N (%, ® %_,) senkrecht zu allen
L(GYN (G & F_p) (fiir o # 1) und zu £(T). Es geniigt also zu zeigen, daBl
die Killingform eingeschrinkt auf #(T) und auf ¥(H,) 2 L(G)N (%, D F_,)
negativ definit ist.

Dazu wihle eine komplexe Basis von .#(T) @ C bestehend aus Elementen t,
fir ein System einfacher Wurzeln, wobei t, fiir eine beliebige Wurzel gegeben
ist durch die definierende Beziehung: x(t,,t) = a(t) Vt € L(T)® C. Da I
durch —1 auf X(T) operiert, rechnet man sofort nach, daB t, = —t, gilt.
Folglich sind die it, reett und bilden ¢in reelles Erzeugendensystem von £(T).
Aber wegen (x, f) := Ky, t5) ist die Killingform auf dem Vektorraum (t.) ® R
positiv definit, also ist die Killingform eingeschriankt auf #(T) negativ definit.

Nun gibt es bis auf eine komplexe Konstante genau eine assoziative, nichtde-
generierte Bilinearform auf ¥ (H,) ® €, da € algebraisch abgeschlossen und
die Liealgebra einfach ist. Um also zu zeigen, daB3 die Killingform von #(G)
auf ¥ (H,) negativ definit ist, geniigt es zu zeigen, daB sich die Killingform «,
von #(H,) und die Killingform x von .#(G) eingeschrdnkt auf ¥(H,) nur um
eine positive reelle Konstante unterscheiden, denn die Killingform von ¥ (H,)
ist nach dem Beispiel A; negativ definit. Aber fir das Element it, sind sowohl
Ky (its, i) als auch «(it,, it,) negative reelle Zahlen.

Satz 5. Fiir eine Gruppe G sind dquivalent:
i) G ist anisotrop.
i) Die Killingform von £(G) ist negativ definit.
iii) G(IR) ist eine kompakte Liegruppe.
Beweis. 1) = ii): Ist G anisotrop, so miissen auch alle Untergruppen H,
anisotrop sein. Nun wenden wir Lemma 4 an.
ii) = i): Jeder Torus S operiert durch die adjungierte Darstellung auf Z(G),

und wenn § spaltend ist, also alle Charaktere reell sind, 148t sich diese
Darstellung iiber R diagonalisieren, d.h.

2G) = P Vi, Vi={xeZ(6)|Ads = A9x Vs € S(R)}.
AeX(S)
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Dabei gibt es einen Charakter 4 # 0 von S mit ¥, # {0}, denn sonst wiirde S
trivial auf #(G) operieren, und es wire S zentral in G nach HUMPHREYS [7],
Theorem 13.4, ein Widerspruch zur Halbeinfachheit von G.

Andererseits ist die Killingform invariant unter der adjungierten Darstellung,
fiir x € V; und s € S(R) gilt also x(x,x) = x(Ad s(x), Ads(x)) = A3(s)x(x, x).
Wenn 4 # 0 ist, konnen wir ein s € S(R) finden mit A(s) # +1. Dann ist aber
k(x,x) = 0, und dies ist ein Widerspruch zu V, # {0} und der Definitheit der
Killingform.

i) < iii}: ist das Korollar 9.4 aus BoreL-TiTS [2].

Betrachte nun die exakte Kohomologiesequenz
N(T)R) » W > H'(T, T) - H'(T, N(T))

(beachte W = W(R), denn weil ¢ durch —1 auf X(T) operiert, gilt: w(y) =
w(i) = w(x).)
Es folgt unmittelbar aus der Definition von &, dal w € W genau dann einen

reelien Reprisentanten hat, wenn é(w) = 1 ist. Dies hat folgende Konsequenz:

Lemma 6. Sei T anisotroper maximaler Torus einer Gruppe G und die Unter-
gruppe H, von G einfach zusammenhdngend. Dann ist H, genau dann anisotrop,
wenn &(sy) = 1 ist fiir die Spiegelung s, an a in der Weylgruppe von T.

Beweis. Anisotrope Untergruppen H, haben nach Beispiel 4, reelle Repri-
sentanten fiir die Spiegelung an « in ithrer Weylgruppe, es geniigt also zu zeigen,
dafl jedes Element n € Ny (T,), das die Spiegelung an o im Wurzelsystem von
H, induziert, auch im Wurzelsystem von G die Spiegelung an « induziert.
Dazu verifiziert man zundchst n € Ng(T) und rechnet dann nach, daB3 n auf
x durch —1 operiert und alle Wurzeln senkrecht zu o festlift.

Gebe es nun umgekehrt einen reellen Repridsentanten der Spiegelung an o; wir
wollen zunichst zeigen, dal wir dann auch in H, einen reellen Représentanten
der Spiegelung an « finden kdnnen. Sei dazu n beliebiger Reprisentant der
Spiegelung an « in Ny (T,), dann liegt n~'% in H'(T', T,) und muB dort nach
Voraussetzung berandet sein, da die Abbildung H'(I", T,) — HY(I', T) nach
Satz 2 injektiv ist. Dann folgt aber aus n='% = t~!17 mit ¢t € T,, daB nt™! ein
reeller Reprisentant der Spiegelung an « in H, ist.

Da H, einfach zusammenhéngend ist, muBl nun H, anisotrop sein nach dem
Beispiel A,.

Damit kdnnen wir ein einfaches Kriterium dafiir angeben, wann eine einfach
zusammenhéingende Gruppe G anisotrop ist:

Theorem 1. Sei G einfach zusammenhingende Gruppe und T < G maximaler
anisotroper Torus von G. Dann sind dquivalent:

i) Die Gruppe G ist anisotrop.

1) d(sy) =1 fiir alle Spiegelungen s, an einer einfachen Wurzel o € Il
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iii} o(w) = 1 fiir alle Weylgruppenelemente w € W.

Beweis. i) = 11): Mit G sind auch alle Untergruppen H, anisotrop, und die
Behauptung folgt aus dem Lemma 6.

ii) = iii): folgt sofort aus der Tatsache, daf} die Weylgruppe von Spiegelungen
an einfachen Wurzeln erzeugt wird.

iii) = 1) : Da mit G auch alle Untergruppen H, einfach zusammenhéngend sind,
kdnnen wir wieder Lemma 6 anwenden und sehen, daf} alle Untergruppen H,
anisotrop sind. Nach Lemma 4 ist dann die Killingform auf #(G) negativ
definit und nach Saiz S die Gruppe G anisotrop.

Korollar 7. Zu jeder Gruppe gibt es eine anisotrope Form.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir einfach zusammenhéngende Gruppen
zu beweisen. Wir wollen die spaltende Form derart twisten, daB die Unter-
gruppen H, zu einfachen Wurzeln « eines anisotropen Torus anisotrop sind,
denn dann ist nach dem Lemma 6 6(s,) = 1 fiir alle einfachen Wurzein und
damit nach Theorem I die Gruppe anisotrop.

Sei also G, einfach zusammenhéngend und spaltend. Wihle einen spaltenden
maximalen Torus S in Gy, ein System einfacher Wurzeln von S und in der
Liealgebra von G; zu jeder einfachen Wurzel x reelle Elemente x, € %,,

X_y € G_, mit K(Xy,X_y) = ﬁ (wir konnen solche Elemente finden, da die

Untergruppen U, und damit auch 4, = £ (U,) wegen U, = Uz = U, fiir
einen spaltenden Torus reell sind).

Betrachte nun den Automorphismus von £(G;) ® €, der auf Z(S) ® €
durch —1 operiert und x, nach —x_, abbildet. Nach HumPpPHREYS [6)],
Theorem 14.2 gibt es genau einen solchen Automorphismus, und wegen
Aut G4(€) ~ Aut{#(G;) ® €) entspricht dies einem Automorphismus ¢ von
G4(T). Nach Konstruktion ist ¢? = id, und da wir x, reell gewihlt haben,
bildet ¢ einen Kozykel.

Wenn wir mit ¢ twisten, so operiert die Galoisgruppe durch —1 auf Z(S}®C,
d.h. § ist mit der neuen Operation der Galoisgruppe anisotrop. Weiterhin
dndert sich die Konjugation zu X, = —x_, fiir unser System einfacher Wurzeln.
Dann ist aber die Abbildung

xr—»Oi XHOO
* 00/ i 0

ein Isomorphismus £(H,) ~ suy(C), d.h. 4H, die anisotrope Form fiir alle
Untergruppen H, zu einfachen Wurzeln o € I1, was zu zeigen war.

Satz 8. Sei T maximaler Torus in einer anisotropen Gruppe G, H, die Unter-
gruppe zu einer Wurzel o von T und t € T, ein Kozykel in Aut G. Dann spaltet
(H, genau dann, wenn o(t) = —1 ist.
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Beweis. Betrachte den Zentralisator Cg(ker® «) = DCglker’ o) -+ ZCg(ker® o).
Nach BoreL-Tits [2], 2.3 ist DCq(ker®«) = H, und ZCg(ker’ o) = ker®a,
insbesondere gilt

Celker® o)/ kera = H, - kera/kera ~ H,/H, Nkera = H,/ZH, ~ Aut H, .

Weiterhin erhalten wir folgende Sequenz von Abbildungen:

TS T/kera 4 Cg(ker® o)/ keroa ~ Aut H, .

Wenn wir darauf den Funktor H' anwenden, so erhalten wir

HY(T,T) 5 HY(T, T/ kero) > H'(T, Aut H,) .

Nun ist i, ein Isomorphismus, denn T/ ker « ist anisotroper maximaler Torus
von H, -kera/kera ~ Aut H, und fiir die Gruppe PSU; ist die Abbildung
HYT,T) - H'(T',PSU,) eine Bijektion zweiclementiger Mengen. Anderer-
seits sehen wir mit Hilfe des aus T/ kero — S resultierenden Isomorphismus
H'(T,T/kera) > H'(T,S') ~ {+1}, daB der Kozykel ¢ genau dann nichttri-
viales Bild in H(I", Aut H,) hat, wenn «{t) = —1 ist.

Korollar 9. Sei G eine anisotrope Gruppe mit maximalem Torus T. Dann wird
bei der Abbildung i.: H (T, T) — HY (', G) nur das Einselement auf das Eins-
element abgebildet.

Beweis. Wenn es zu einem Kozykel t € H(I, T) ~ T, eine Wurzel « mit
a(t) = —1 gibt, so spaltet ,H,, und ;G kann nicht die anisotrope Form sein.
Falls also das Bild von ¢ trivial wird in HY(T,G), so ist fiir alle Wurzeln «
der Wert «(t) = 1, d.h. ¢ liegt im Zentrum Z von G, und es geniigt zu zeigen,
daB bei der Abbildung HY(I',Z) — HY(I',G) nur das Einselement auf das
Einselement abgebildet wird. Wenn wir die folgende exakte Sequenz

G(R) — G(R) - H(T, Z) — H(T', G)

betrachten, wo G die adjungierte Gruppe zu G ist, so ist dies dquivalent dazu,
daB die Abbildung G(R) — G(R) surjektiv ist.

Die Surjektivitdt rechnet man nun fiir halbeinfache und unipotente Element
getrennt aus unter Benutzung der Tatsache, daB3 halbeinfache Elemente in
einem maximalen reellen Torus liegen, Lemma 1 und der Tatsache, daB eine
anisotrope halbeinfache Gruppe keine unipotenten reellen Elemente enthilt
(BoreL-TiTs [2], Korollar 8.5).

Korollar 10. Sei G anisotrope Gruppe. Dann sind je zwei maximale Tori T und
T’ schon iiber R konjugiert.

Beweis. Bekanntlich sind T und T’ durch ein Element a € G(€) konjugiert.
Nach Lemma 3 ist dann Inta~'@ auf T die Identitit, also t := a~'a € C¢(T) =
T, und ¢ 1st ein in G berandeter Kozykel von T. Aber aus Korollar 9 folgt
dann, daB ¢ schon in T berandet ist, d.h. t = 5715 = as™! = as~1, und as™! ist
ein reelles Element, das T nach T’ konjugiert.
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Korollar 11. Fiir eine anisotrope Gruppe G und einen maximalen Torus T in G
ist die Abbildung H(T, T) — H'(I', G) surjektiv.

Beweis. Sei a = asa, die Zerlegung eines Kozykels a in halbeinfachen und
unipotenten Anteil, dann ist die Zerlegung von a~' = @ gegeben durch
a = @,a,, d.h. aber @, = a;'. Die von a, erzeugte Untergruppe U ist wegen
a, = a;' liber R definiert und isomorph zur additiven Gruppe G, (siche
HuMPHREYS [7], Prop. 15.1C). Wegen H'(I', G,) = 0 kdnnen wir also a, als
u~'% schreiben. Aber dann ist

1

a=a,a; = u*lﬁas =U Hasﬁ_lﬁ,

folglich ist a als Kozykel dquivalent zum halbeinfachen Element @' = tiasu~".
Wiihle nun einen maximalen reellen Torus T, der @ enthilt. Nach Korollar 10
ist T’ zu T reell konjugiert, wir haben also fireinr € GR) : T' =rTr ' =
d = rtr~! =rtr~! fiir ein t € T(C), was zu zeigen war.

Der zweite Hauptsatz

Wir haben gesehen, daB die natiirliche Abbildung T, — H!(T,G) iiber W
faktorisiert und surjektiv ist; wir wollen nun zeigen, daB sie injektiv ist. Dazu
werden wir die dquivalente Aussage beweisen, daBl in allen inneren Formen
von G die anisotropen maximalen Tori iiber IR konjugiert sind.

Sei G anisotrop, T maximaler Torus in G und ;G die mit t € HY([, T)
getwistete Form von G. Dann ist T auch in ,G ein anisotroper Torus.

Lemma 12. Fiir eine einfache anisotrope Gruppe G ist T,/W ~ HY(I', G) genau
dann, wenn alle anisotropen maximalen Tori der mit t € T, getwisten Formen
+G iiber R konjugiert sind.

Beweis. Die natlirliche Operation der Weylgruppe auf T ist dieselbe Ope-
ration wie die Operation durch t — n~'tn fiir n € N(T), da jedes Weyl-
gruppenelement fiir eine anisotrope Gruppe einen reellen Représentanten hat.
Daher ist die Behauptung T,/W ~ H'(T, G) dquivalent dazu, daB zwei Ko-
zykel t, ¢ € T, genau dann 4quivalent in H'([', G) sind, wenn sie schon in
HY(T, Ng(T)) dquivalent sind.

Seien also die anisotropen maximalen Tori der mit t € 75 getwisteten Formen
.G konjugiert und g € G(C) mit ' = g~'¢g fiir ¢, ¢ € T,. Dann ist Intg™!
ein reeller Isomorphismus von ,G auf ¢G. Nach Voraussetzung sind die
anisotropen Tori T und g~!Tg iiber R konjugiert in ,G, d.h. rTr~! =g~ ' Tg,
wobei r € ,G(RR) bedeutet: r = ¢'7t'"\. Wir haben dann gr € N¢(T), und
es gilt r = /7™ <= = ¢ I'F = (gr)"'t(gr); also ist gr ein Element in
Ng(T) mit der gewiinschten Eigenschaft.

Sei umgekehrt T ein anisotroper maximaler Torus in ,G, es geniigt zu zeigen,
daB T’ zu T konjugiert ist. Da T’ = gTg~! fir ein g € ,G(CT) ist, ist
s := g ltgt™! € T ein Kozykel nach Lemma 3. Aus st = g~'rg folgt dann,
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daB st und t in H'(I',G), also nach Voraussetzung auch in H'(T', Ng(T))
dquivalent sind, d.h. es gibt ein n € Ng(T) mit st = n~'tn. Das Element gn™"
ist dann ein reelles Element von ,G, das T in T’ konjugiert.

Satz 13. Sei G anisotrop, T maximaler Torus in G und t € T,. Wenn wir mit
n den Rang von G, mit m die Anzahl der positiven Wurzeln o mit a(t) = —1
und mit p die Anzahl der positiven Wurzeln o mit a(t) = 1 bezeichnen, so ist die
Signatur der Killingform der mit t getwisteten Gruppe G gleich 2(m — p) — n.

Beweis. Betrachte die Zerlegung in der mit ¢ getwisteten Gruppe ,G:

2(6)= 2T &P L6 N & 0.

>0

Dabei stehen die £ (,G) N (%, ® 9—,) beziiglich der Killingform senkrecht auf
den Z(,G) N (% & 9_p) (fiir « # B) und auf Z(T). Fiir den anisotropen
Torus T von ,G erhalten wir n Eigenwerte —1 der Killingform auf £(T).
Nun haben wir im Beispiel 4; gesehen, daB die Killingform fiir spaltendes ,H,
Signaturtyp (2, 1) hat, wiahrend sie fir anisotropes ,H, Signaturtyp (0, 3) hat.
Um die Killingform auf £(,G) N (9%, ® 4_,) zu berechnen, miissen wir davon
jeweils einen Eigenwert —1 abziehen, der in £ (H,) N L (T) liegt. Andererseits
haben wir im zweiten Kapitel gesehen, daBl ;H, in ,G genau dann spaltet,
wenn a(tf) = —1 ist.

Bemerkung. i) Wenn G die spaltende Form ist, dann haben wir einen spalten-
den maximalen Torus T mit Signaturtyp (n,0) und spaltende Untergruppen
H, mit Signaturtyp (2, 1), wovon ein positiver Eigenvektor 1 im Torus liegt.
Daher erhalten wir fiir die Signatur der Killingform der spaltenden Form den
Rang n der Gruppe.

ii) Falls die getwisteten Formen zu zwei Kozykeln ¢ und s verschiedene
Signaturen der Killingform haben, so konnen die Formen nicht isomorph
sein und folglich die beiden Kozykel ¢ und s nicht dquivalent in H!(T', Aut G)
sein. Mit dieser Methode kann man die Injektivitdt der Abbildung T,/W —
HY(T', G) fiir die adjungierten Gruppen (auBler solche vom Typ D,) beweisen.
Leider erhélt man so nur Aussagen iiber die adjungierten Gruppen.

Wir wollen nun die Konjugation der anisotropen maximalen Tori beweisen,
beginnen werden wir mit einem Resultat, das iiber beliebigem Grundkorper
giiltig ist und dessen Beweis dhnlich dem Beweis des Theorems iiber die
Konjugation der maximalen spaltenden Tori in BOREL-TiTs [2] ist:

Satz 14. Sei G algebraische Gruppe iiber k und S, S’ spaltende Tori, die nach
Ubergang zu einer endlichen Korpererweiterung K|k konjugiert sind. Dann sind
S und S’ schon iiber k konjugiert.

Beweis. Sei 8" = gSg~! fiir g € G(K). Wir konstruieren wie bei BOREL-
Tits [2], 3.8 k-parabolische Untergruppen P und P’ von G zu S und S': Wir
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wihlen dazu zunéchst einen maximalen k-Torus T = S und eine Ordnung
der Wurzeln von S. Nun setzen wir P = (T, Uy I Bls = 0), als unipotentes
Radikal erhalten wir R, = (U | Bls > 0) und als Levifaktor L = Cg(S) =
(T,Ug | Bls = 0). Bei der Konstruktion von P’ wihlen wir die Ordnung der
Waurzeln von §’ so, daB Int g positive Wurzeln von S in positive Wurzeln von
S’ iiberfiihrt, und setzen T’ = gTg~!. Dabei identifiziert sich die Wurzel B
von T mit der Wurzel ' := BolIntg™" von T, es ist dann gUzg~! = Uy,
und wir erhalten P’ = gPg™!, Rl =gR,g ' und L' =gLg™".

Da P und P’ iiber K konjugiert sind, sind sie nach BoreL-Tits [2] 4.13 auch
iiber k konjugiert, wir konnen also annehmen, da} P’ = P ist und g in
Ng(P) = P liegt.

Nach BoreL-TiTs [2], Théoreme 4.15 ist Cg(S) eine k-Leviuntergruppe von P;
ebenso ist Cg{S') = gCs(S)g~' eine k-Leviuntergruppe von gPg~! = P. Dann
sind sie aber nach BOREL-TITs [2] 3.14 durch ein eindeutig bestimmtes Element
v aus R,(k) zueinander konjugiert. Wenn wir nun g in /- u mit | € Cg(S),
u € R, zerlegen und beachten, daB3 | den Zentralisator Cg(S) festldBt, so folgt
aus der Eindeutigkeit von v, daB3 schon u = v € Ry(k) ist. Da I in Cg(S) liegt,
gilt dann uSu~! = §’, was zu zeigen war.

Beispiel: Gruppen vom Typ G, B,

Wir wollen T»/W fur adjungierte Gruppen vom Typ G, und B; berechnen.
Dazu betrachte fiir eine Wahl einfacher Wurzeln den Isomorphismus

T = (C)", t— (1(t),...,0m(t).

Man sieht nun leicht, daB die Spiegelung an «; durch

9] t
Sty oyt = ()
t,‘ i tl ni

auf (C")" operiert, wobei C;; die Eintrdge der Cartanmatrix sind.

Im Falle der G, werden dabei die Elemente (1,—1), (—!,—1) und (—1,1) aus
T; dquivalent und wir erhalten zwei Formen der G, eine reprisentiert durch
(1,1) (die anisotrope Form mit —14 als Signatur der Killingform) und die
andere reprisentiert durch (—1,—1) (die spaltende Form mit 2 als Signatur
der Killingform).

Im Falle der B, werden die Kozykel (—1, 1) und (—1,—1) durch s,, isomorph;
fiir die Signatur der Killingform erhalten wir bei der anisotropen Form —10,
bei der mit (—1, 1) getwisteten Form 2 (die spaltende Form) und fiir die mit
(1,—1) getwistete Form —2. Also sind die drei Kozykel nicht dquivalent in
HY(T', G), die Abbildung T,/W — H'(I,G) ist injektiv.

Satz 15. Sei G einfache Gruppe, deren Wurzelsystem Wurzeln verschiedener
Linge besitzt, und T anisotroper maximaler Torus von G. Dann ist G ge-
nau dann anisotrop, wenn alle Untergruppen H, zu kurzen Wurzeln o von T
anisotrop sind.
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Beweis. Offenbar geniigt es, folgende dquivalente Aussage zu beweisen:

(*) Wenn es ein spaltendes H, zu einer langen Wurzel « gibt, so auch zu
einer kurzen Wurzel §.

Sei nun eine lange Wurzel o gegeben mit spaltendem H,. Wihle cine kurze
Wurzel g, so daBl U,, U_, und Uy, U_g eine Untergruppe H von G erzeugen,
deren Wurzelsystem vom Typ B; oder G, ist. Wenn wir nun in H eine
Untergruppe H, zu einer kurzen Wurzel y von T N H finden, die spaltet, so ist
H, auch eine spaltende Untergruppe zu einer kurzen Wurzel unseres Torus T,
denn es ist T = (T N H) - (kera Nker f), d.h. y ist Wurzel von T. Wir konnen
also annehmen, dal G vom Typ B, oder G; ist, und weil (*) invariant unter
zentralen Isogenien ist, konnen wir weiter annehmen, daB G adjungiert ist.
Nun entsteht G aus einer anisotropen Gruppe G’ vom Typ B; oder G; durch
einen Twist mit einem Element ¢ € T) fiir einen anisotropen maximalen Torus
T’ von G'. Da wir fiir Wurzelsysteme vom Typ B,, G, bereits gezeigt haben,
daB T,/W ~ H'(T,G) ist, wissen wir, daB T und T’ in G iiber R konjugiert
sind und konnen T = T’ annehmen.

Aber H, spaltet genau dann, wenn y(f) = —1 ist, und man iiberzeugt sich
leicht davon, daB bei den Typen B,, G, fiir einen nichttrivialen Kozykel t € T,
fiir eine kurze Wurzel y von T immer y{t) = —1 ist.

Theorem II. Sei G halbeinfache Gruppe und T, T’ zwei anisotrope maximale
Tori. Dann sind T und T' schon iiber R konjugiert.

Beweis. Wir konnen uns wie immer auf den Fall einer einfach zusam-
menhidngenden Gruppe beschrinken und annehmen, daB G einfach ist, da
einfach zusammenhéngende halbeinfache Gruppen direktes Produkt von ein-
fach zusammenhingenden absolut einfachen Gruppen sind. Wir beweisen die
Aussage nun durch Induktion tiber den Rang von G:

Falls G anisotrope Form ist, so haben wir das Resultat als Korollar 10
bewiesen. Ansonsten gibt es zu T und T’ Wurzeln « bzw. «, so daB H,
und H, spaltend sind. Nach der soeben bewiesenen Aussage (*) in Satz 7
konnen wir annehmen, daB o und o beide kurz sind. Wir betrachten nun die
Tori Ty = S, - kera und T = Sy - kero/ fiir spaltende Tori S,, Sy in H, bzw.
in Hy. Diese konnen wir iiber € konjugieren und nach einer Operation der
Weylgruppe annehmen, daBl o dabei mit «' identifiziert wird, also H, in Hy
konjugiert wird. Nach einer Konjugation innerhalb H, (beachte, daB kera
dabei festgelassen wird) konnen wir weiterhin annehmen, daB S, = gS,g~! fiir
ein g € G(C) ist. Da dann nach Satz 14 §, und Sy schon iiber G(IR) konjugiert
sind, konnen wir T’ mit diesem Element konjugieren und annehmen, daf3
S, = S, ist.

Wir betrachten nun den Zentralisator Cg(S,), worin Ty und T;; maximale Tori
sind. Wenn Cg(S,) keinen halbeinfachen Anteil hat, so gilt Cg(S,) = To = T¢;
sonst sind T := Ty N DCq(S,) und T := Ty N DCq(S,) anisotrope maximale
Tori von DC¢(S,), die nach Induktionsvoraussetzung iiber R konjugiert sind,
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d.h. wir konnen in jedem Fall annehmen, daf3 ein Teiltorus 77 von T und ein
Teiltorus 7| von T’ iibereinstimmen.
Dann sind aber T und T’ anisotrope maximaler Tori in Cg(Ty), es ist

T =

(T N DC(;(T])) . ZCG(T1) und T' = (T, M DC(;(Tl)) : ZC(;(T]). Nach

Induktionsvoraussetzung sind dann TNDCg(T;) und T'NDCg(T;) in Cs(Ty)
tiber R konjugiert und damit auch T und T’ iiber R konjugiert.

Wir hatten bereits gesehen, dall dies 4quivalent ist zum

Theorem III. Sei G anisotrope Gruppe. Dann ist

(1]
(2]

3]

(4

T,/W ~ H\(T,G).
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