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[1] 変数の数が式の数より多い斉次連立 1次方程式は自明でない解を持つ．

連立 1次方程式の nコの変数を x1; � � � ; xnとおき，これを縦に並べた n� 1行列をxxxとおく．連

立 1次方程式の係数行列を A = (aij) (1 � i � m, 1 � j � n, m < n)と置けば，考えている斉次連

立 1次方程式は，Axxx = 0と表せる．拡大係数行列をÂ とすると，rankA = rankÂなので，必ず解

をもつことがわかる．（特に，この連立 1次方程式は自明な解xxx = 0を持つ．）ところが，このとき，

rankA � m < nなので，rankA < n. よって，上の連立 1次方程式は，n � rankA 6= 0コの変数の

値を定めるごとに解が定まることになる．すなわち，解は無数にある．

[2] n > mとする．mコの 1次独立なベクトルの 1次結合として表される nコのベクトルはつねに

1次従属である．すなわち，
8>>>><
>>>>:

aaa1 = a11bbb1 + a21bbb2 + � � � + am1bbbm

aaa2 = a12bbb1 + a22bbb2 + � � � + am1bbbm

� � � � � � � � � � � � � � �

aaan = a1nbbb1 + a2nbbb2 + � � � + amnbbbm

と表されていたら，aaa1; � � � ;aaanは 1次従属である．

証明： x1aaa1 + x2aaa2 � � �+ xnaaan = 0 のとき，x1 = x2 = � � � = xn = 0以外の解を持つことを示せば

よい．この式にaaa1; � � � ;aaanをbbb1; � � � ; bbbmで表したものを代入して整理すると，(a11x1 + a12x2 + � � �+

a1nxn)bbb1 + (a21x1+ a22x2+ � � �+ a2nxn)bbb2+ � � �+ (am1x1+ am2x2 + � � �+ amnxn)bbbm = 0となる．

したがって，連立 1次方程式 Axxx = 0が非自明な解を持てばよい．（ここで，連立 1次方程式の nコ

の変数を x1; � � � ; xnとおき，これを縦に並べた n � 1行列をxxx，A = (aij) (1 � i � m, 1 � j � n)

と置いた．）ところが，n > mなので，これは上の [1]より従う．(証明終)

[3] Wを Rnの部分空間とする．

(1) faaa1;aaa2; � � � ;aaang, fbbb1; bbb2; � � � ; bbbmgがともに Wの基底であるとすると，m = n.

(2) faaa1;aaa2; � � � ;aaangをWの基底とする．このとき，Wの中の nコのベクトルbbb1; bbb2; � � � ; bbbnが 1次独

立ならば，fbbb1; bbb2; � � � ; bbbngは Wの基底となる．

証明：(1) m < nとして，矛盾を導く．fbbb1; bbb2; � � � ; bbbmgは Wの基底であるので，aaa1;aaa2; � � � ;aaan は，

bbb1; bbb2; � � � ; bbbmの 1次結合で表すことができる．すると，m < nなので，[2]より，aaa1;aaa2; � � � ;aaanは 1

次従属となる．これは faaa1;aaa2; � � � ;aaangが Wの基底であることに反する．

(2) fbbb1; bbb2; � � � ; bbbngが Wの基底でないとすると，Wのベクトル xxxで，bbb1; bbb2; � � � ; bbbnの 1次結合で表

せないものがある．したがって，xxx;bbb1; bbb2; � � � ; bbbnは 1 次独立である．しかし，faaa1;aaa2; � � � ;aaangは，

Wの基底なので，xxx;bbb1; bbb2; � � � ; bbbnは，aaa1;aaa2 � � � ;aaanの 1次結合として表されるのだから，これは上

の [2]に反する．(証明終)

[3]により，次元の概念は，基底の取り方によらず定まることがわかった．

[4] Rnの部分空間 Spanfaaa1; � � � ;aaamg の次元は，aaa1; � � � ;aaamの中で，1次独立なベクトルの最大個数

である．

証明：rをaaa1; � � � ;aaamのうち 1次独立なベクトルの最大個数とする．また，そのときの 1次独立なベ

クトルをaaai1 ; � � � ;aaairとおく．Spanfaaa1; � � � ;aaamgの任意の元をxxxとする．xxxがaaai1 ; � � � ;aaair の 1次結合

で表されればよい．そこで，xxxがaaai1 ; � � � ;aaairの 1次結合で表せなかったとする．このとき，(r + 1)

コのベクトルxxx;aaai1 ; � � � ;aaairが 1次独立となり，これは，rの取り方に矛盾する．（証明終）


